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1 Generalia

Przedstawiona do recenzji rozprawa doktorska o tytule "Prosta rzutowa nad
pierscieniem skoriczonym lacznym z jedynka" Pani Edyty Bartnickiej swg te-
matyka plasuje sie na granicy miedzy algebra — teoria pierscieni, a geometria, a
wlasciwie teorio-grafowymi aspektami pewnych geometrii.

Wyraznie upraszczajac, sprawe mozna przedstawi¢ nastepujaco: z danym
modulem 2R wolnym rangi 2 nad pierscieniem R wigze si¢ zbior P(R) — zbiér
punktéw tzw. prostej rzutowej nad R. Punkty te, to podmoduly wolne cy-
kliczne generowane przez odpowiednie - tzw. dopuszczalne - pary elementéw z
R. "Geometryzuje" sie ten zbiér badz to przez okreslenie na nim (analityczne)
relacji potaczalnosci A badz relacji zownolegtosci" || (czy tez relacji przylegania
~). Innym sposobem geometryzacji (gdy R jest dany jako rozszerzenie innego
piericienia K) jest zdefiniowanie na P(R) incydencyjnej struktury lafcuchow. O
tej konstrukeji doktorantka wspomina (R. 2.3), ale jej nie uzywa i nie analizuje.

Podstawowe, zreferowane powyzej, definicje doktorantka zaczerpnela z lite-
ratury, w swej istocie uogélniaja one opis "Geometrii Algebr" z monografii W.
Benza [5]'. Oczywiscie, wlasnosci struktury pomodutéw cyklicznych w 2R za-
leza istotnie od wlasnosci wyjsciowego pierscienia R i zasadnicze czesci pracy to
prezentacja whasnosci graféw polaczalnosci dla wybranych klas pierscieni.

2 Struktura pracy — wyniki, usterki

Rozdzial pierwszy, to przytoczenie definicji podstawowych, uzywanych dalej w
rozprawie, poje¢ i konstrukeji, zaczerpnietych z slgebry i teorii grafow. Dla
czytelnika "z boku" dobér definicji nie wydaje sig do korica konsekwentny, na

10dsytacze bibliograficzne podaje zgodnie z bibliografig z recenzowanej rozprawy



przyklad: przytoczona jest definicja poiprostoty (pierscieni), a nie przytoczona
artinowskosci; czym motywowany jest taki dobor? Nie oczekuje tu, oczywiscie,
pelnego wyktadu, ale troche nie rozumiem intencji Autorki. Z drugiej strony
daje sie tu zaobserwowa¢ pewna ogblna "wada" redakcji pracy, ktéra przejawiac
sie bedzie i dalej, a ktéra mozna by nazwac "lekka chaotycznoscia". Usterka ta
nie dyskwalifikuje pracy, ale utrudnia jej czytanie?. Oto bardziej konkretne
usterki zauwazone w tym rozdziale.

1.) Mamy okre$lone pojecie Grassmanianu, spreadu, ... Na stronie 83 méwi sig,
ze odpowiada to przestrzeni rzutowej PG(m — 1,q), ale wilasciwie na czym to
ma polegaé to "odpowiadanie"? Czym jest PG(m — 1,¢)7=?

2.) Na stronie 13; méwi si¢, ze e; sg centralne, wtedy e;R = Re;. Istota
warunku, to chyba izomorficznosé e; R i e;Re;? Ale e;Re; = e;e;R = efR = ¢;R.
Wiec nie izomorficznosé =, ale réwnosé =, ktéra i tak wynika?o

3.) Na stronie 153 bledna jest definicja wolnego dziatania. W formule definiuja-
cej biorac w szczegdlnosci ¢ = ¢ (skoro "dla wszystkich"...) dostajemy z¥ = z¥
dla kazdego z. Zatem, zgodnie z tg definicjg Zadne dzialanie grupy nie byloby
wolnes

W rozdziale drugim zapoznajemy sie z definicjg prostej rzutowej nad pier-
$cieniem i relacjami na niej. Wyniki po czesci cytowane z "obcych" prac, czes¢
uogolnia wyniki znane, tadna konstrukcja (kontr)przyktadu 2.1. Usterki zauwa-
zone:

4.) na 20, jest "powyzszego lematu": prosciej uzy¢ \ref i odwola¢ si¢ do
konkretnego stwierdzenia. Tu — zapewne — do Lematu 2.3.

Usterka tego typu pojawia sie czesciej, ale nie bedzie juz dalej przeze mnie
sygnalizowanan
5.) Strona 22%: chodzi o to, by k € F (inaczej k = o zawsze jest rozwigzaniem),
ale nie napisano tegom
6.) Uzyte w Twierdzeniu 2.7 pojecie F-algebra nie jest wczesniej zdefiniowane,
definicja (ewentualna) jest dalej na stronie 244. Ksztalt litery — F' — sugeruge,
ze F jest cialem, ale nie jest to tu explicite zalozonen
7.) Co znaczy w 221413 fraza nie istnieje? Zapewne: Rozszerzenie ciata F' do
F-algebry wymiaru 2 nad F bedgcej ciatem nie zawsze istnieje. Albo Rozszerze-
nie typu 2 z Twierdzenia 2.7 nie dla kazdego ciata F istnieje.n

Rozdzial trzeci, to analiza (do§¢ ogélna) grafu relacji A na zbiorze P(R).
Wskazuje sie, jak graf polaczalnosci wyznaczony przez produkt prosty pierScieni
wyrazi¢ za pomocy graféw wyznaczonych przez sktadniki produktu (Lemat 3.3,
w/g literatury w [10]), wskazuje si¢ tez na mozliwo$¢ zgrabnego odwzorowania
grafu wyznaczonego przez pierscien na graf wyznaczony przez pierscien ilora-
zowy (modulo radykal Jacobsona).

Szkoda, ze wypunktowane w streszczeniu wyniki, w szczegélnosci charak-
terystyka grafu potaczalnosci (28,-29°)wyznaczonego przez pierécien macierzy

2Praca zresztg w ogdle czyta sie dos¢ ciezko: stosowanie nie precyzyjnych odsytaczy, brak
numeracji wzoréw, co utrudnia "zahaczanie" o nie wywodéw. Odnosi si¢ czasem wrazenie, ze
czytelnik stale musi pamieta¢ cato$¢ poprzednich wywodow

3Symbolem & oznaczam koniec stosownej uwagi, taka "duzg" kropke.



dolno-tr6jkatnych, nie sa wyodrebione w tekscie jako Proposition, Theorem, lub
tp.

Podobnie "ukryte" sa 3110713 i 325_,. Zauwazone usterki, to

8.) Prosta rzutowa, to "goly" zbiér; w Lemacie 3.3 stwierdza si¢ (formalnie
bledng) izomorficznogé. W oryginale, w 6.1 w [10], okreslona jest bijekcja mie-
dzy odpowiednimi zbiorami, ktéra pewne relacje przenosi/zachowuje. Ostatecz-
nie, bijekcje miedzy zbiorami mozna treaktowaé jak swego rodzaju izomorfizm
(struktura z pusta relacja), ale wtedy z 3.3 nie wynika Uwaga 3.1; w istocie 3.1
jest stwierdzone w 6.1 z [10].°

W zasadzie, i tytut R.3.2 jest mylacy nieco: izomorfizm to (as a rule) izomorfizm
struktur. Wlasciwsze byloby "Bijekcje ... zachowujace ..." albo "Izomorfizmy i
automorfizmy relacji ..."o

Rozdzial czwarty koncentruje si¢ na przypadku pierscieni skoficzonych. Gléwne
prezentowane tu wyniki dotycza rozkladu grafu polaczalnosci na sume wierz-
chotkowo roztacznych klik maksymalnych i wyznaczenia numerycznych parame-
tréw tego rozktadu. Konstrukcje takiego rozktadu pokazuje si¢ dla skoniczonego
pierécienia lokalnego, dla produktu grafow, dla pierscienia ilorazowego modulo
radykal Jacobsona. W dalszej czesci zagadnienie opisu rozkladu grafu polgczal-
nosci sprowadza si¢ do analizy polaczalnoéci nad piercieniem macierzy. Ten
ostatni za§ sprowadza sie do (cytowane: [7]) do znanych opiséw polaczalnosci w
odpowiednim Grassmanianie. Podobnie wyznaczone sa licznosci grup automor-
fizmow relacji potaczalnosci nad pierscieniami Zy», p - liczba pierwsza.
Rozdzial koriczy lista mozliwych graféw polaczalnosci wyznaczonych przez nie-
rozkladalne pierscienie o rzedach postaci p", p - liczba pierwsza, dla n < 5;
grafy te opisane sa przez liczbe i licznosci ich maksymalnych klik w rozkla-
dzie na sktadniki wierzchotkowo rozlgczne. Szkoda, ze nie ma tu uwidocznionej
jakiej§ prawidlowosci dla dowolnego nu .. ..

Zasadnicze usterki, to znowu pewne "niezrecznosci".

9.) Do$é nieszczeSliwie jest dobrana symbolika w komentarzu do 4.1. Numero-

wanie wierzchotkéw v! to na pewno podwojne indeksowanie. Oznaczenie u¥ nie

jest juz tak oczywiste: to podwojne indeksy u; k, czy potegi ude k7g
10.) W cytowanej [7, Tw. 2.4] méwi si¢ o istnieniu bijekcji (jawnie tam okreslo-
nej), ktéra (m.in.) utozsamia dwa grafy — jest ich izomorfizmem. Doktorantka
na stronie 37, stwierdza, ze istnieje bijekcja. Dalej, w 375 stwierdza, ze "utoz-
samiamy ...". To nie my utozsamiamy, to stosowna bijekcja utozsamiac
Brakuje mi tez jakiego$ uzasadnienia czy i w jakim stopniu rozktad grafu (do-
wolnego, spojnego, o stalym rzedzie wierzchotkoéw r) na sume k wierzchotkowo
rozlacznych klik maksymalnych o stalej licznosci m (czyli na sume podgrafow

peinych K,,) wyznacza sam wyjéciowy graf.

Rozdzial ostatni, piaty, to analiza — ogélniejsze]j — struktury podmoduléw cy-
klicznych w 2R generowanych przez pary nie koniecznie unimodularne, w szcze-
golnoéci przez pary tzw. oddalone. Analiza wazna, bo nadmierne rozszerzenie
definicji "punktu" prostej rzutowej moze prowadzi¢ do sytuacji, gdy dwa rozne
"punkty" beda w sobie zawarte (por. Przyklad 2.1).



Sporo w tym rozdziale interesujacych przyktadow. W szczegdlnosci ciekawe
jest wyznaczenie orbit (wzgledem grupy liniowej pierscienia) podmuduléw cy-
klicznych w 2R gdy R jest pierécieniem macierzy trojkatnych 3 x 3 nad cialem
i orbit par generujacych te podmoduly (Twierdzenie 5.4).

Wazne jest tez (jak mi sie zdaje) wskazanie jedynych nierozkladalnych pier-
$cieni rzedu bedacego potega liczby pierwszej zawierajacych wolne podmuduly
cykliczne generowane przez pary oddalone. Jak zdaje si¢ wynikaé z 484-49°
(szkoda, ze nie jest to jako$ "uwypuklone"4) ewentualne wzbogacenie prostej
rzutowej o pary oddalone (podmoduly generowane przez nie) nie rozszerzy istot-
nie grafu potaczalnosci — dojdzie tylko kilka wierzchotkéw izolowanych.

W tym rozdziale nie rzucily mi si¢ w oczy jakie$ "nowe'"usterki.

3 Konkluzja

Podsumowujac: mimo wyliczonych w recenzji usterek rozprawa "Prosta rzu-
towa nad pierscieniem skoniczonym lacznym z jedynka" w mojej opinii spelnia
wymagania stawiane rozprawom doktorskim. Zawiera wyniki nowe i ciekawe.
Autorka w stopniu dostatecznym opanowata sztuke pisania rozpraw naukowych,
ma tez (sadzac w szczegélnosci z cytowanej literatury) w dorobku kilka opubli-
kowanych juz prac, a wiec i sztuke pisania artykuléw dostatecznie opanowala.
Tematyka pracy lezy niedaleko od centrum badan geometrycznych, wyniki na
ten temat pojawiaja sie ciagle w literaturze ostatnich lat. Nawet cytowany arty-
kul na arXiv autorstwa Silvermanna (pochodzacego z innego kregu badawczego
przeciez) wyraznie o tym $wiadczy. Widac tez zwiazki z aktualnymi badaniami
dotyczacymi geometrii skoniczonych, mozna tez spodziewac si¢ uzyskania jakich$
globalnych charakterystyk jakosciowych graféw potaczalnosci pochodzacych od
pierécieni skoriczonych. Spodziewam si¢ wiec, inaczej méwiac, ze tematyke roz-
prawy mozna kontynuowaé. W tym kontekscie mozna by to stwierdzenie rozu-
mie¢ jako zarzut: "temat nie zostal wyczerpany". Wprawdzie istotnie temat nie
zostal wyczerpany, ale chodzi raczej o to, ze zakres badan nie zostal zamkniety;
nie wydaje sie jednak, by ten zakres w obecnej chwili mozna bylo sensownie
zamknad.

Whnosze zatem o dopuszczenie Pani Edyty Bartnickiej do dalszych etapow
przewodu doktorskiego
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4por. uwagi o wynikach "ukrytych" w Rozdziale 3. rozprawy. Chyba Autorka unika
formutowania jako twierdzenia wynikow "jakosciowych”



